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研究ノート
回帰分析における多重共線性の検出と処理
：標準世帯の支出行動に関する実証の場合
橋 本 紀
1. 間題意識
59 
子
回帰モデルの推定においては最小二乗法が用いられることが多い。この理由の一つに，
最小二乗推定量が標準的な線形回帰モデルの仮定が満足されている下では最良不偏線形推
定量であることがあげられるI)。 しかしながら，それらの仮定が満足されていない場合，
さらには外れ値や説明変数間に多重共線性が存在する場合には最小二乗推定量はそれらの
望ましい性質を失ってしまう。
先に，標準世帯のデータを用いて，その収入の性質の違いが消費行動に影響するかどう
かを最小二乗法を用いて検討したが [12], この際必ずしも説得力のある結果が得られな
い場面が生じた。この原因としてはいくつかの要因が考え得るが叫 説明変数に用いた各
種の収入間に相関が生じている可能性が高いことから，本稿ではこれらの変数間に多重共
線性が生じていなかったか，生じていた場合この問題を何らかの方法で克服できないか，
考察を行っていく。
以下の構成は次の通りである。第2節で多重共線性の問題について整理し，その検出方
1)線形回帰モデル
Y1=a+f3Xけ Ut t=l, 2, …, T 
ここで， Ytは被説説明変数 X1は説明変数，約は誤差項を表す
において，次の(1)から(4)の仮定を考える。
(1) 約の期待値はゼロである，
(2) 約の分散は一定である，
(3) Ut Iま互いに相関しない，
(4) ふは確率変数ではなく，約とは相関しない，
これらの標準的線形回帰モデルの仮定が満足されている時，最小二乗推定量は最良不
偏線形推定量であることが知られている（ガウス・マルコフの定理）。
2)今回考察対象とする多重共線性以外にも，たとえば，標準的な回帰モデルの仮定を損
なう諸問題（不均一分散， 自己相関）， 外れ値の存在， 正規性が満足されない等の様
々な要因が考えられる。
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法についてのべる。第3節で今回用いる実証例の枠組みとそこでの多重共線性の有無に関
する判断結果が述べられる。第4節では，多重共線性のあるデータを扱う場合の解決法に
ついて考察を行い，いくつかの方法を実際に用いた場合の結果を示す。最後にまとめと残
された課題が第5節で述べられる。
2. 多重共線性の問題とその検出手法
経済データを用いた重回帰分析においては複数の変数が同一の方向に変化していること
が多く，説明変数間に相関が生じていることが頻繁にみられる。推定が不可能となる完全な
線形関係が説明変数間に存在することはまず無いと考えられるが，推定結果にかなり深刻｀
な問題を生じる程度の多重共線性は経済データを用いての分析ではしばしば観察される。
多重共線性は考察対象となっている標本デ＿夕に情報量が欠如していることを示す現象
であり，たとえ標準的な線形回帰モデルの仮定がすべて満たされ理論的には最小二乗推定
量が望ましい性質を持つことが保証されていても，その存在により実際の標本データを用
いての分析ではバラメータの推定を行っていく上で様々な問題が生じることが知られてい
る。すなわち，パラメータ推定値が不安定になり，また，推定値の標準誤差あるいは分散
が大きくなるため，次のような問題が生じる可能性がある [11,18, 23, 24]。
・推定値の分敷がきわめて大きくなり，その推定精度が悪くなるため，それぞれの説明
変数が被説明変数に対してどの程度の説明力を持っているのか判断しにくく，また個
々の説明変数の影響の区別が困難である。
• このことに関連して，推定値に対応する t値が有意でないため，本来は必要な変数で
あるにも関わらず分析対象から誤って落とされてしまう場合が生じる。
．往々にして，たとえ決定係数はかなり高くとも個々の係数に関して有意な推定値は得
られにく<, また，誤った符号，等の理論にそぐわない推定結果が得られる。
・推定結果が不安定なため，推定期間のわずかな変更によって大きく変動する場合があ
る。
・（真の）係数値に関する信頼区間の幅が広くなる。
さて， このように分析上支障を来すような多重共線性が説明変数間に存在するかどう
か，また，いずれの回帰係数が共線性によって影響を受けているかどうかを検討する手段
としていくつかの手法が考えられるが8), 本稿では(i)状態数 (K),状態指標 (K_か (i)
3)先に述べた様々な現象（たとえば，決定係数は高いのに t値に有意なものが少ない）
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分散拡大要因 (VI均）， (ii)VIF寄与度（冗;;)の3指標を用いて考察を行っていく[2. 
4, 30]。
以下，それぞれの指標の定式化を説明し，各々の性質•特徴について述べる。
重回帰モデル
必=a+/i1Xu+ /3ふ＋…十¢心+ut t=L 2, …， T 
において，説明変数 X1,X2,…ふの相関係行列 R を考える。
R=[r;j], 
ここで
m;; n 
乃 =-v1 加＝四晒t,巧1=X;1-X; i, j=l, 2, …， K 
miim;; 1-1 
その固有値をふ，ふ… Ak(ふ2J22…2心と表すならば， これらの固有値を用いて状
態数 (conditionnumber) K, 状態指標 (conditionindex)約は次式で定義される。
K=(ふ／入k)l/2
約＝ふ／入j, J=l, 2, …, K 
また，第j説明変数に関する分散拡大要因 (VIF:Variance Inflation Factor) VI的は
VIF-= 1 
1 1-R戸
ここで Riはふの Xi,X2,…， Xj-1, Xj+h…, Xkへの回帰を行ったときの
決定係数
と定義される。
VIF寄与度（冗ji)は，相関行列の固有値ふの分散拡大要因 VIFiへの寄与度を測る
ものである。
冗;;=P元／ふVIF;' i, }=1, 2, . , k 
が生じ多重共線性が発生している可能性が考えられる場合には，以下の明示的な指標
を用いないまでも，推定を検討する際に相関行列，偏相関係数等に注意し，また補助
的な回帰（任意の説明変数をそれを除いた他の説明変数で回帰する）を行うなどし
て，多重線性の有無，深刻さについて考慮する必要がある [2,1, 18, 24]。
今回用いた3指標は説明変数間の相関に着目したものであるが，これら以外の共線
性を検出する手法として，ファラーとグローバーの手法[7 ], 説明変数と被説明変
数との間の相関を考慮するタイルの尺度 [35],他[39]がある。しかしながらこれらの
指標については，その問題の設定，検出力等の点で問題のあることが指摘されている
ため， 今回の分析には用いなかった（それぞれに対する批判については，[2, 2, 
31, 38] [24]参照のこと）。
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ここで， P=CP;;],Pは相関行列を対角化し，対角要素をふふ…，入Kとする
直交行列
状態数，状態指標は考察対象となっている説明変数間に問題となるような共線性がある
かどうかを判断する指標である。多重共線性が強いほど相関行列の固有値は小さくなるこ
とから，たとえば状態指標については30を越える場合には対応する相関係数が0.9を越え
かなり深刻な多重共線性が説明変数間に存在すると考えられる[2 J4l。
分散拡大要因 (VIF;)はどの回帰係数が共線性によって影響を受けるかを示す。 R;2
は第 j番目の説明変数 X;と他の説明変数の一次結合の強さを示している。 VI的が大
きいことは， P1の推定値句の分散が大きくなり推定精度が悪くなっていることを示す。
一般的なめやすとして， R/~0.9 に対応する VIF;~10 の場合には多重共線性により推
定上の支障が生じている恐れがある [25]5>。
VI的がどの固有値と固有ベクトルの要素から影響を受けるか， VI的のなかで固有値
l; に因る比率を表しているのが VIF寄与度である。
この指標は次のような意味あいをもつ。すなわち，一般には固有値 J;が小さく固有べ
クトルの要素 P;;の絶対値が大きければ VI的の値は大きくなり，強い共線関係が存在
することが示される。 しかしながら， 固有値が小さく強い共線関係が生じていたとして
も，ふがその共線関係に入っていなければP;;は小さく， VI的は大きくならない。こ
の結果推定値にはさほどの問題が生じない。すなわち，すべての回帰係数が多重共線性に
よって影響を受けるわけではなく，いずれの係数が問題を生じているかを特定化する必要
があるのである。 ＇ 
次節では，以上の3指標を用いて，標準世帯の消費行動に関する実証分析において説明
変数間に多重共線性が生じていないか，検討を行っていく。
3. 実証例における多重共線性の検討
本節では，『臨時性収入の家計消費への影響に関する一考察：標準世帯の場合」 [12]で
行った回帰分析に関して，そこで用いた説明変数間に多重共線性が存在していなかったか
検討を行っていく。
4)また K,の大きな値が同時に2つ以上生じているときは，複数個の線形関係が説明変
数間に発生している可能性があると考えられる [2]。
5)多重共線性の存在を判断する基準としての K;>30および VIF1L10にはさほど大
きな違いはないと報告されている [34]。
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この分析は， 「家計調査年報」のデータを用いて勤労者世帯のうちの標準世帯 (4人世
帯で有業人員が1人である世帯）の消贄支出行動について，定期的な収入とボーナスを中
心とする臨時性の高い収入の与える影響が異なるかどうかを検討したものである。すなわ
ち，消費支出 (CS)を定期収入6>(YR), 臨時性収入 (YI),その他の収入 (YQ)7lについ
て回帰し，その係数の違いについて検討を行った。
考察対象とするモデルは
CS=a+ f)1 YR+ f}2 YO+ f)3 YI 
である8)。
・・(1) 
分析に用いたデータは1963年から1991年までの29年間にわたる年次データであり，各年
のデータは家計の年収により階級分けがなされている。各年のデータの個数は表1の第2
列にあげるとおりである丸
その定義から考えて各収入間の関連性は高いと予想されるが，表1にあげた各年の説明
変数間の相関係数はこの予想を裏付ける結果を示している（表1で， rRIは YR-YI,
6)標準世帯を考察対象としているため，世帯主以外の収入を考慮する必要はない。よっ
て， この「定期収入」とは勤め先収入，すなわち世帯主収入のうちの定期的な部分に
当たる。なお家計の収支項目についての詳細については [12]p. 149表1を参照のこ
と。
7)「臨時性収入」とは世帯主収入のうちの臨時収入と賞与の合計をさす。「その他の収入」
はこの世帯の収入うちの勤め先収入（＝定期収入＋臨時性収入）を除いたもの，すな
わち，経常収入のうちの事業収入，内職収入，その他の経常収入に特別収入， さらに
実収入以外の収入，繰入金を加えたものとして定義している。
8) 3種類の収入に関して， それらを組み合わせた YRI (=YR+YI), YRO (=YR+ 
YO), YIO(= YI+ YO)を考えるならば，次のような重回帰モデルも考えることがで
きる。
CS=a+ Pi'YRI+似 YO
CS=a十尻'YRO十似'YI
CS=a+ P1111YR+ Pz'"YIO 
9) 「家計調査年報」では63年から78年までは16階級， 79年以降は7階級に分類したデー
クが集計されているが，階級は用意されていても集計世帯数がなかった場合を取除い
た数字を表1にあげている。
なお，今回の分析では，必ずしも対象期間を通じて階層区分が一定ではなく，階級
ごとの連続性に問題があると考えられることから，各年のクロスセクションデータに
ついて説明変数間の共線性を検討した。
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表1 各年の相関係数値 表2 各年の状態数・状態指標
年 1階級数[ rR1 rRo r10 年 IK I K1 氏 Ka
63 16 0.894 0.325 0.465 63 4.82 1.00 2.91 23.20 
64 15 0.972 0.650 0.519 64 13.07 1.00 4.53 1?0.83 
65 15 0.936 0.446 0.345 65 6.22 1.00 2.95 38.63 
66 15 d.900 0.718 0.428 66 8.66 1.00 4.06 74.92 
67 15 0.964 0.799 0.889 67 1. 76 1. 00 13.12 138. 29 
68 15 0.980 0.632 0.698 68 12. 71 1.00 5. 88 161. 53 
69 16 0.968 0.703 0.644 69 9.50 1. 00 6.10 90.25 
70 16 0.985 0.670 0.644 70 13.37 1.00 5.76 178. 79 
71 15 0.955 0.793 0.813 71 7.79 1.00 10.99 60. ?4 
72 14 〇.963 0.873 0.810 72 9.80 1. 00 13. 43 96.03 
73 15 0.943 0.892 0. 971 73 12.61 1. 08 25. 83 158. 98 
74 16 0.974 0.907 0.949 74 12.79 1. 00 30. 24 163. 68 
75 16 0.968 0.672 0.733 75 9.65 1.00 6.78 93.16 
76 16 0.985 0.960 0.937 76 15.50 1. 00 43. 76 240. 28 
77 16 9.981 0.750 0.829 77 16.61 1.00 9.69 m. ?9 
78 16 0.993 0. 715 0.745 78 21. 37 1.00 7.51 456.57 
79 17 0.987 0.904 0.905 79 14.91 1. 00 23. 33 222. 35 
80 17 0.926 0.573 0.298 80 9.33 1.00 3.03 87. 13 
81 17 0.870 0.493 〇.402 81 4.22 1.00 3.27 17.78 
82 17 0.980 0.600 0.659 82 12.24 1.00 5.26 149. 75 
83 17 0.981 0.673 0.699 83 1. 73 1. 00 6.38 137.63 
84 17 0.952 0.631 0.566 84 7.37 1.00 4.81 54.32 
85 17 0.988 0.875 0.463 85 16.94 1000 15.20 286.88 
86 17 0.967 0.764 0.775 86 9.01 1. 00 8.90 81. 25 
87 17 0.971 0.756 0.690 87 10. 53 1.00 7.31 110.81 
88 16 0.989 0.536 0.522 88 14.57 1. 00 4.00 212.21 
89 16 0.967 0.677 0.535 89 12.19 1.00 4.80 148.51 
90 16 0.992 0.876 0.884 90 19.02 1. 00 18. 08 361. 58 
91 17 0.992 0.847 0.807 91 21. 82 1. 00 12.14 476. 01 
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なoは YR・YO,r10は YI,YO間の相関係数を示す）。とりわけ強い相関を示したの
は勤め先収入の内訳である定期収入 (YR)と臨時性収入 (YI)であった。一部の例外を
除き，いずれの年においてもなIは0.9を越えており， 29年間のうち12年で0.98を，さ
らにそのうち3年で0.99を越える相関係数が得られた。このような強い相関関係は多重共
線性の可能性を強く示唆していると考えられる。
一方，勤め先収入とは関わらない「その他の収入」 (YO)と定期性収入あるいは臨時性
収入との相関は，一部の年では 0.8前後の高い値が得られたものの総じてさほど強くはみ
られなかった10)。
これらの説明変数間に問題となるような多重共線性が生じているかどうかを調べるため
に状態数 (K),状態指標 (K;,j=1, 2, 3)を計算した（表2)。状態指標が30を越えてい
る場合には共線性の問題が生じていると考えられるが，該当数値の場合を太字で示した。
最小固有値 Asに対応する状態指標Kaはほとんどの年で大きく 30を越えており，期間
中の約％の年で100を越えていたm。 このことは今回用いた説明変数の間にかなり深刻な
多重共線性が存在することを示唆している。
この問題を別の角度からみていくために，表3にあげた固有値 (A;,j=l, 2, 3, 1は
YR, 2は YI,3は YOに対応，各表の1行目に表す）， 分散拡大要因 (VIF;,j=l, 2, 
3, 各表の 1列目に表す）， VIF寄与率（冗ij,i, j= 1, 2, 3, 彩で表示）を検討していく
（スペースの都合より，奇数年のみの結果を示す。以下表に関してはすべて同じ扱いを行
う）。 Asは73年， 74年を除いて VIF1,VI凡に90彩を越える大きな比率で寄与している。
また，大半の年で VIF1,VIF2は大きく10を越えている。 よって， YRとYIの高い相
関が VIF1,VI凡を大きくしており，対応するパラメータ推定値 bi,b2が不安定にな
10)なo,rroともに年により大きな変動を見せた。 両者ともの傾向として， 60年代から
70年代中頃までは相関が強まっていったが， 80年代初頭にかけて相関係数が大きく
下降した後，再び90年代へかけて緩やかに相関を強めている。なお， 65-66,75, 80-
81, 88-89年には相関係数値が大きく落ち込むのが銀察された。
またこのことと関連して， YRI, YRO, YIOといった変数について検討してみる
と， YRIとYO間には相関はみられず， YROとYI,YRとYIOの間には強い共
線関係が観察された。
11) K1が100を越えているときには句の精度は著しく損なわれている可能性が高い
[2]。
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表3 各年の固有値 (,l;),分散拡大要因 (VIFj), VIF寄与率（冗ji)
63年 Iふ A2 入3 75年 ふ A2 ふ2.163 0.744 0.093 2.589 0.382 0.028 
VIF1 5. 23 3.4 4.2 92.4 VI凡 16.79 0.8 3.1 96.1 
VIFz 5.96 3.3 1.0 95.7 VJ凡 19.90 0.7 1. 2 98.1 
VIFs 1. 34 6.5 79.4 14.1 VI凡 2.28 4.8 81. 7 13.6 
65年 ふ 入2 入3 77年 ふ 入2 ls 
2.198 0.745 0.057 2.710 0.280 0. 010 
VIF1 9. 46 2.0 0.8 97.2 VIF1 41. 91 0.3 2.2 97.5 
VI凡 8.59 2.1 2.1 95.8 VIF2 58. 81 0.2 0.4 99.4 
VIFa 1. 32 6.2 82.5 1. 3 VJF3 4. 97 2.2 48.7 49.1 
67年 ふ 入2 ,l3 79年 Iふ 入2 え32.769 0. 211 0.020 2.864 0. 123 0.013 
VIF1 17.94 0.7 9.1 90.3 VIF1 39.98 0.3 3.3 96.4 
VI凡 30.97 0.4 0.5 99.1 VIF2 40.48 0. 3 3. 1 96.6 
VI凡 6.13 1.8 48.4 49. 7 VI凡 5.65 2.0 98.0 
69年 ふ 入2 入3 81年 ふ 入2 入3
2.553 0.419 0.028 2.203 0.673 0.124 
VIF1 19.34 0.8 1. 1 98.1 VIF1 4. 57 4.0 2.1 93.9 
VI凡 16.72 0.8 2. 7 96.5 VIF2 4.12 4.2 5.9 90.0 
VI凡 2.07 5.2 83.2 1. 6 VI凡 1.33 7.4 86.5 6.0 
71年 I A1 入2 入3 83年 ふ 12 入3
2.709 0.246 0.045 2.577 0.404 0.019 
VIF1 11. 38 1. 1 6.7 92.2 VIF, 26. 24 0.5 1. 5 98.0 
VI凡 12.49 1.0 3.9 95.0 VIF2 28. 06 0.5 1.0 98.5 
VI凡 2.98 3.8 94.2 2.0 VIFa 1. 97 5.4 91. 0 3.6 
73年 I A1 入2 ふ 85年 入1 入2 ふ
2.871 0.111 0.018 2.806 0.185 0.010 
VI凡 9.85 1.1 54.5 44.4 VIF1 56. 99 0.2 1.0 98.8 
VI凡 35.53 0.3 0.5 99.2 VIF2 46.41 0.3 2.5 97.2 
VIFa 19. 34 0.6 17.8 81. 6 VIFa 4. 62 2.4 79. 7 17.9 
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表3 各年の固有値 (A;),分散拡大要因 (VIF;),VIF寄与率（巧;)(続き）
87年 1ふ
2.618 
A2 Aa 91年 I A1 Az A3 
0.358 0.024 2.766 0.228 0.006 
VL凡 23.64 0.6 1.0 98.4 Vl凡 95.08 0.1 0.5 99.4 
VL凡 19.31 0. 7 3. 1 96.2 VIF2 77.19 0. 2 1. 2 98.6 
VIFa 2. 55 4. 3 7. 1 18.6 VIFa 4.56 2.4 66.1 31. 5 
89年 I At A2 入3
2.469 0.515 0.017 
Vl凡 33.78 0.5 0.3 99.2 
VIF2 25.64 0.6 1. 7 97.7 
Vl凡 3.09 3.3 45.2 51. 5 
ーは値が非常に0に近かったことを示す
っている可能性が高いと言えよう12)。
以上より，モデル(1拭；を推定していく上では， 説明変数 YR(定期性収入）と YI(臨
時性収入）間の強い多重共線性のために推定結果が大きく影響されていることが示され
た。しかしながら，これらの変数は，異なる性質を持った収入の家計の消費行動に与える
影響の違いを検討していくという分析の目的から削除することのできない変数である。
そこで，次節では説明変数間に多重共線性が観察されたときにどのような解決法がある
かを検討し，それらの手法のうちリッジ回帰および主成分分析の手法を今回の分析の枠組
みに適応し，推定結果の改善をはかっていく。
4. 多重共線性が存在する場合の解決法：リッジ回帰と主成分分析
第3節での分析の結果，標準世帯の消費行動を異なる収入別に把握しようとした場合説
明変数間に多重共線性が生じており，その度合いがかなり深刻なものである可能性が示さ
れた。説得力のある推定結果を得るためにはこの問題に何らかの方法によって対処してい
かなくてはならない。
多重共線性が存在する場合の解決方法として以下のような方法が提唱されている [11,
18, 24]。
12)なお，氏が74年， 76年に30を越える値をとっているが， いずれの年においても， -l2
は VI凡のみに寄与しており， VI凡の値がさほど大きくないため問題に生じていな
いと考えられる。
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1)共線関係を回避し得るような標本の追加
2)各変数の標本のうちいくつかを捨て，多重共線性のない標本のみで推計する
3)多重共線性関係にある説明変数の中からいくつかの変数をモデルの定式化からは
ずして推計する
4)構造方程式を定差形，比率の形，等に変換する
5)リッジ回帰
6)主成分分析
7)外部情報の利用（たとえば，プーリングメソッド）
1)は多重共線性が情報の不足から生じる問題であることを考えると，もっとも根元的
な解決法であると言えよう。しかしながら，現実にはこの方法で問題を解決していくこと
は非常に困難であると考えられる。 2)も，とりわけ今回の実証分析の枠組みを考えるな
らば，実現性に乏しい手法であり， 3)も前節の最後にも述べたように今回用いている説
明変数が分析の目的からみて最低限に近いところまで絞り込んであるために適用するのは
難しいと考えられる。そこで，本稿では， 5)リッジ回帰および6)主成分分析の手法を
用いて，今回の実証分析の枠組みで観察された強い多重共線性の問題が克服できるかを検
討していく 13)。
リッジ回帰はハールとケナ＿ドにより提唱された手法 [13,14]である14)。回帰モデル
u=a+px+uに対するリッジ回帰推定量知は
む=(X'x+cl)一ぼ'Y, c>O 
で与えられる（ここで， Cは任意の定数， 1は単位行列）。
bR=(X'X+cl)一1X'y=(X'X+cl)一1X'Xbより bRは最小二乗推定量 bの線形変
換であり， c=Oの時リッジ回帰推定量は最小二乗推定量に帰着することがわかる。
W~(X'x+cl)ーix, X とすると，知の平均および分散は
E=(む）WfJ 
Var(む）＝がW(X'X)ー'W' ここで。2は誤差項の分散
13) 7)の方法については以前試み[12],一定の成果を上げた。なお， 4)の方法につい
ては本稿では検討を行わない。
14)リッジ回帰に関するサーベイ論文は数多い[9, 15, 18, 21]。また， 擁護的な立場
を明らかにしたものとして [25,36, 37], 批判的なものとして[5, 33]等があげ
られる。
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となる。よって，知はバイアス B(bR)=-c(X'X+cI)ーlfeを持つ。しかしながら，常
にVar(b)>Var(む）であり，また知のMSEが bの MSEよりも小さくなるよう
な Cの値が必ず存在することが証明されている [13,14]15>。
知を求める上で問題となるのはパラメータ C をどのようにして決定するか，というこ
とである。これまでに様々な方法が提唱されているが16), ここでは C として Scloveの
提唱した経験的ベイジアン推定量を用いる[l]。
c=が;a-此昨＝y'y-Tfi,2 trX'X 
なお， リッジ回帰推定量を求めていく際，標準形＂）を用いるべきか， また， X'Xとし
て相関行列 (R)を用いるべきかの点で議論が行われている[3 , 5 , 26, 30, 34]が，
本稿では両者共を用いる形で推定作業を進めていく。
表4に各年のデータに最小二乗法を適用した場合の推定結果をあげた。
いずれの年の結果をみても推定結果は非常に不安定なものになっていると言わざるを得
ない。それぞれの推定値の符号および値としては，定数項はプラスの値，各収入の項の推
定値は0から1までの値が予想される18)が，各所でこれに反する結果が得られた。項目別
にみるならば， YO (その他の収入）の係数値にはほとんど妥当と考えられる値が得られ
なかった。 YI(臨時性収入）についても理論的にみて受容できない結果が多くみられた。
また，いずれの項の係数も年による変動が激しく値の大さきも符号も非常に不安定であっ
た。このため各項間の推定値の比較をしても， たとえば YRとYIの係数値では，年に
よってその大小関係が異なることが頻繁に観察された。
一方，決定係数は総じて高く，個々の係数で有意なものの数が少ないことと考えあわせ
15)これらの推定彙をモンテカルロ実験により比較する試みも数多くなされている。たと
えば .[29]。
16)この問題については末だに完全な決着は見られていない。たとえば，ハールとケナー
ドはリッジ・トレースを用いる方法を提唱しており，他にも，何らかの先験的情報を
用いる方法，など様々な方法が提案されている。[5, 18]。
17)ここで標準形とは，各変数からその平均を差し引き，標準偏差で割った値のことを指
す。この操作により，一般に，説明変数は測定単位から独立になる。また，標準化さ
れた変数の平均はo,分散は 1となる。
18)しかしながら， YOの項に関してはその内容が通常の「収入（または所得）」とかな
り異なることを考慮すれば，この設定は必ずしも当たらない可能性がある。この点に
関しては今後の研究でより詳細に考察を行いたい。
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表4 最小二乗法による各年の推定結果
年 I 定数項 YR YI YO R2 
1963 3008.6* 1. 0860* -0. 8773 1. 5607* ・0.976 
65 13965.5 0.4883* 0.6831* 0.4414 0.986 
67 43.3 0.9459* -0. 2376 1. 8282* 0. 996 
69 10033.8* 0. 7102* 0.2460 1. 3844* 0.992 
71 22187.5* 0.5349* 0.8517* -0. 8833 0.994 
73 29059.3* 0.0083 1. 3662 4.4904 0.928 
75 -22769.4 0. 7555* 0.2180 5.2301* 0.992 
77 37207.2 0. 7302* 0.1998 -0. 2930 0.988 
79 -11540.0 1.0403* -0. 6309 2.2978* 0.986 
81 55958.1* 0.7050* 0.1331 -0. 4897 0.983 
83 37084.8 0.6083* 0.3342 1.1191* 0.987 
85 57128.1* 0.5824* 2.5537 1. 0873* 0.994 
87 119680.0* -0. 0172 1. 3641* 2.8708* 0.985 
89 67444.4* 0.4538* 0. 5210* 1. 8950 0.983 
91 109946.0* 0.3801 0. 7159 -0. 4224 0.970 
＊印はt値が5劣水準で有意であったことを示す。
・るならば，あらためて多重共線性の存在が裏付けられたと言えよう。 YRの係数値には比
較的有意なものが多く一見信頼性のある結論が得られているように見えるが， YRとYI
の間に強い多重共線性が存在することは第3節での分析からも明らかであり，これらの推
暉果は非常に不安定になっていると考えられることから，ここ｀で得られた結果の信頼性
は総じて低いと考えざるを得ない。
次に，多重共線性の問題を解決するたるためにリッジ回帰を，上ので説明した枠組みに
沿って行った。表5にリッジパラメータ C(第7列）およびそれに基づくパラメータの推
定結果をあげた19)。
リッジ回帰の結果，多くのバラータはより妥当と考えられる方向に変化したと考えられ
る。符号も変化した項目としては，定数項の79年， YRの87年，消費性向が1を下回るよ
うになったものに YRの79年， YIの85年の係数値がある。しかしながら総じてみるな
らばその動きは小さく， とりわけ YRの項の推定結果にはほとんど変化はみられなかっ
19)標準化されたデークの推定結果を b;とすると， 5戸=b-;(sy/s,,;)よりもとの形のパラ
メークー推定値を得ることができる。なお， a=Y-b1Ii-・・・-bkXk, Sy, s,; はそれ
ぞれ対応する変数の標準偏差。
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表5 リッジ回帰による各年の推定結果
定数項 YR YI YO R 
3434.5 1. 0545* -0. 7794* l. 5092* 0.977 
14079.1 0.4833* 0.6900* 0.4507 0.987 
671. 4 0.9282* -0. 2009 1. 7573* 0.996 
10401. 1 0.6927* 0.2790 1. 4175* 0.992 
22234.1 0.5328* 0.8516* -0. 8594 0.994 
27533.8 0.0806 1. 0822 5.3817 0.932 
-21425. 2 0.7389* 0.2503 5.2076* 0.993 
42395.0 0.6855* 0.2783 -0. 3920 0.989 
1755.l 0.9218* -0. 4303 2.3042* 0.986 
56854.2 0.6961* 0.1456 -0. 4499 0.984 
40164.5 0.5844* 0.3799 1. 1143* 0.988 
60093.5 0.5588* 0.2919 1. 1408* 0.995 
116990. 8 0.0136 1. 2970* 2. 7810* 0.986 
69194.1 0.4383* 0.5403* 2.0088 0.984 
113186. 5 0.3558 0.7494 -0. 3108 0.972 
71 
I C 
0.'06888 
0.04062 
0.05806 
0.02401 
0.01832 
0. 21810 
0.02232 
0.03363 
0.04143 
0.04928 
0.03704 
0.01620 
0.04303 
0.04822 
0.08670 
＊印は t値が5%水準で有意であったことを示す（定数項を除く推定値について表記）。
た20)。推定値やその有意性についてみても全般に結果は最小二乗法の場合とあまり大差が
なく，大きく推定結果が改善されたと言えるにはいたらなかった。
結果として， リッジ回帰により多重共線性の問題は回復する方向への動きは見せたもの
の，完全な問題の克服にはいたらなかったと言えよう。
さて，次なる多重共線性の克服手段として，主成分分析の手法を考える。この方法につ
いてはケンドール [20]が始めて指摘して以来，いくつかの先駆的な研究 [28, 6, 27] 
以降これまで数多くの分析が行われてきた21)。
もとの説明変数の線形結合として，互いに直交するように新たに作成された変数を，説
明変数の主成分と呼ぶ。すなわち， K個の説明変数について次のような線形関数を考え
る。
20)このことは，最小二乗法を適用した際に YRの係数値の t値が高かったことも考え
あわせるならば， YRとYI間の多重共線性はより YIの推定結果に大きく影響を与
えている可能性を示唆している。
21)主成分分析全般に関わるサーベイとして[4, 15, 16, 18, 19, 21]。 また， 最小二
乗法と主成分分析による推定盤の関係，比較については[8, 10, 17]参照のこと。
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P1=uふ +uふ＋…十uふ
P2=V1ふ+v2ふ＋…十vkxk
P3=w,X,+w2ふ＋…+wkXk
Piの分散が町+u社＋…十Uk2=1という正規化の条件のもとで最大化されるように U
を選ぶ。このようにして得られた P,を第1主成分と呼ぶ。これは正規化の条件のもと
で，説明変数に関する線形関数の最大の分散を持つ。
同様の手順を踏んでいくと， 順に K個の主成分を得ることができ2), 分散の大きい順
に第1主成分，第2主成分，…，第 K主成分と呼ぶ。 これらの主成分はもとの変数をあ
る意味で混合したものであるため，一般に，その意味を解釈することは困難であることが
多い23)が，これらを用いることにより多重共線性についての情報を得ることができ，より
信頼性のある推定作業を行っていくことが可能となり得る。
表6に，各年のクロスセクションデータにおける標準化された説明変数の主成分， PL
P2, P3の計算結果をまとめた。表に掲載した15年間のケースにおいて，説明変数の分散
の合計が第1主成分により説明された割合は，もっとも低い場合72形，高い場合は96彩，
平均して83彩であった。さらに第2主成分まで含めると，いずれの年においても97~99%
が説明されていた24)。15ケースを比較した場合，第1主成分に関しては結果は安定してお
り，いずれの年においても YR,YIの係数値が YOの値を若干上回っていた。 YR,YI 
の係数値間の大小関係は一概には言えなかった。一方，第2主成分の結果はかなり年によ
22) k個のデータの系列からは最大 k個の主成分が決まる。しかしながら，そもそもの目
的から考えるならば，なるべく少数の主成分で元のデータの持つ変動に関する情報が
要約されていることが望ましい。なお， K個の主成分を用いて回帰した場合には最小
二乗法と全く同じ結果が得られる。
23)主成分は，個々の指標（説明変数）の情報を集計した総合的な指標を考えることがで
きるが，このことは逆に， （経済学的にみて）意味を持たない指標であるとの批判を
浴びる原因ともなっている。
しかしながら， 今回の分析では説明変数はいずれも家計の収入項目に当たってお
り，単位も同ーであるため，通常の場合よりは解釈が行いやすいと思われる。
24)結果として Paの説明する部分は非常に少なかったが，このことは主成分の分散がも
との説明変数の相関行列の固有値であることを考えるならば，第3節の分析結果から
も明らかであり（表3参照のこと）， またもとの回帰分析において多重共線性が存在
することを示すものである。
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表6 標準化された説明変数の主成分
YR YI YO 年 I I YR YI YO 
0.4230 0.4430 0.2953 79 Pl 0.3445 0.3446 0.3342 
0.4676 0. 2421 -1. 0330 P2 1. 1547 1.1280 -2. 3532 
2.1981 -2. 3890 0.4351 P3 6. 2075 -6. 2523 0.0489 
0.4387 0.4251 0.2904 81 Pl 0.4284 0.4145 0.3140 
0.2688 0. 4245 -1. 0441 P2 0. 3102 0. 4912 -1. 0715 
3. 0317 -2. 8691 -0. 3860 P3 2.0702 -1.9251 -0.2832 
0.3466 0.3577 0.3362 83 Pl 0.3735 0.3769 〇.3263 
1. 2751 0. 3834 -1. 7224 P2 0.6275 0. 5371 -1. 3385 
4. 0244 -5. 5406 1. 7461 P3 5. 0697 -5. 2566 0.2672 
0.3810 0.3733 0.3274 85 Pl 0.3521 0.3484 0.3333 
0.4702 0. 6696 -1. 3109 P2 0.7409 1. 0876 -1. 9197 
4. 3563 -4. 0166 -0. 4893 P3 7. 5049 -6. 7159 -0. 9085 
0.3565 0.3591 0.3362 87 Pl 0.3736 0.3651 0.3303 
0.8733 0.7009 -1.6747 P2 0.4873 0.7691 -1.4011 
3. 2834 -3. 4458 0.2467 P3 4. 8232 -4. 3111 -0. 6891 
0.3363 0.3459 0.3399 89 Pl 0.3977 0.3790 0.3215 
2. 3164 -0. 4271 -1. 8573 P2 0.3194 0. 6671 -1. 1815 
2. 0904 -5. 9354 3.9722 P3 5. 7892 -5. 0052 -1. 2610 
0.3686 0.3764 0.3295 91 Pl 0.3568 0.3521 0.3320 
0.7228 0. 4856 -1. 3631 P2 0.6573 0. 9707 -1. 7358 
4. 0165 -4. 4190 0.5554 P3 9. 7223 -8. 7247 -1.1975 
0.3547 0.3645 0.3321 
0.9593 0. 4841 -1. 5556 
6. 3929 -7. 6446 1. 5632 
り異なっていたが，すべての年を通じて YOの係数値は大きくマイナスであった。
次に，算出された主成分を用いて，次式で表されるような回帰分析を行っていく。
u=a1P,+a名 +aぶ…(2)
この式の係数ai,a2, 知は，標準化された変数（小文字で表記）の回帰式(2)式の係数ft1,P2 
函と対応づけることができる25)0 
25) a と¢ 間には次のような関係が一意的に定まる。
a1=U咽叶U2(i叶 Ua/ia
～～ 
a2=V1/i1+v必+v必- - -a3=W1(i叶 Wふ+w改3 ・(3)
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g=cs= P1ur+ P2Yi+ PaYo ・・{5) 
ところで，たとえば第1主成分のみでもとのデータの持つ情報の大部分を取り出すこと
ができるのならば，第1主成分のみに着目し Y=a1P1という回帰を，また第2主成分まで
考慮するならば Y=a11':サ a2P2を行うことができる26)。
このような手順に従い；；ひいては bを求めたの。第1主成分のみ， 第1および第2
主成分まで考慮した場合の（もとの変数に関する）推定結果 (b)ZB)を表7にあげる。
最小二乗法の結果（表4), リッジ回帰の結果（表5)と比べるならば，かなりの点で
の改善がみられる。第1主成分のみを回帰に用いた場合にはすべての収入項でプラスの推
定値が得られ，第2主成分まで考慮した場合も YOには若干マイナスのものが残ったも
のの YR,YIについてはすべてプラスの値が得られた。
第1主成分のみのケースでは，各年を通じて全般に安定した推定値が得られた。他の手
法の湯合と比べて，定数項は総じて大きく， YRの係数値は小さく YOは大きく推定さ
れた。 YIについては他の方法では非常に不安定な推定結果しか得られなかったが，主成
分を用いた場合はそれらに比べるとかなり落ちついた推定結果を得た。 しかしながら，
YIの項については若干の年で1を越える消費性向値がみられた。
第2主成分まで考慮した場合，年による推定値のばらつきは第1主成分のみ考慮した場
合より大きくなったことが観察される。とりわけ， YOは第1主成分のみのケースよりも
かなり小さく推定され，大きくマイナスとなるものもあった。しかしながら，他の手法で
もマイナス値の得られた75年の定数項部分について第2主成分まで考慮した場合にのみプ
ラスの推定結果が得られていることなど，改善が顕者にみられた点もあった。
逆に
/31=U四 +v四 +w四
/32=U四I十如功十W西 ・(4)
{ia=U四 +v西 +w匹 3
26)第1主成分のみ考慮する場合は(4)式に a1の推定結果および a2=の=Oを，また第2
主成分まで考慮する場合は同じく(4)式に ai,a2の推定結果， aa=Oを代入すれば b
の値が得られる。
21) bから bを導出する方法については，脚注19)参照のこと。
28)脚注22)ですでに述べたが，第3主成分まで含めた場合の推定結果は最小二乗法と同
じとなる。
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表7 主成分回帰による各年の推定結果
定数項 YR YI YO 
10592.7 0.3476 1.1254 2.4183 
12877.7 0.3541 0. 7096 2.3268 
15320.8 0.3144 0.5295 3.6203 
15749.0 0.3355 0. 7113 4.0976 
20816.8 0.3155 0.6185 4.1731 
19508.8 0.3327 0.6992 4.6462 
-16819. 6 0.6035 1. 0589 3.0385 
72437.0 0.2860 0.4618 3.3552 
60724.0 0.3139 0.5377 3.3595 
93750.8 0.2497 0.4421 4.2232 
87899.7 0. 3112 0.3124 2.0577 
81409.6 0.2846 0. 5110 4.0362 
79920.9 0.2334 0.5289 5.0586 
67826.4 0.2883 0.4490 6. 7190 
123186. 7 0.2460 0.5159 3.1892 
10163.6 0.4440 1. 2799 0.2945 
15343.7 0.3993 0.8572 0.5557 
14478.9 0.5525 0.6463 -0.1983 
16221. 0 0. 3911 0.8827 1. 8938 
23125.8 0.5047 0.9140 -0. 9154 
26105.7 0.1087 0. 7836 7.1275 
3143.4 0.4216 0.8490 4.9701 
64254.7 0.5003 0.6316 -0. 9972 
59728.0 0.3323 0.5684 2.9460 
180766.9 0.3889 0.8455 -6. 8729 
65835.5 0.4123 0. 7812 0.4261 
81035. 5 0.3247 0.6180 2.4760 
105453.4 0.2959 0.7578 0.6505 
128367.9 0.3729 0. 7379 -2. 3100 
112950.7 0.3227 0.7571 0.3622 
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R2 
0.832 
0.947 
0.948 
0.969 
0.941 
0.922 
0.969 
0.921 
0.966 
0.856 
0.969 
0.982 
0.955 
0.948 
0.932 
0.880 
0.985 
0.986 
0.986 
0.994 
0.931 
0.990 
0.987 
0.967 
0.801 
0.981 
0.991 
0.974 
0.956 
0.970 
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以上より，完全に信頼のできる推定値を得るということはできなかった29)という問題点
は残るものの，今回用いた実証分析の枠組みにおいては，主成分分析を行うことにより多
重共線性の問題が解決される可能性は他の解決手法（リッジ回帰）よりも高かった30)と結
論づけることができるであろう。
5. 結びに変えて
本稿は，標準世帯のデータを用いてその消費支出行動を分析した場合 [12]に，説明変
数間に多重共線性が存在していなかったか，また存在していた場合何らかの方法でより信
頼性の高い推定結果を得られないか，検討を行ったものである。
いくつかの相関行列に関わる指標を用いて分析した結果，今回用いた実証の枠組みにお
いては定期性収入 (YR)と臨時性収入 (YO)の2つの説明変数間に強い多重共線性がみ
られることが明らかとなった。また，この問題を解決していくために， リッジ回帰，主成
分分析の2手法を試みてみた結果， 主成分分析によってかなりの改善をみることができ
た。
本稿は，前稿 [12]で残された課題のうち多重共線性にのみ問題点を絞った分析である
ため，扱いの対象としなかった諸問題により今回の分析結果が影響を受けている点も多く
あると考えられる。しかしながら，多重共線性の問題のみを対象としたとしても今回の分
析で考察し得なかった点が多く残っている。たとえば，今回適用した諸指標・手法はいず
れもそれらの一部分あるいは展開の初歩段階のものにすぎず，別の角度から考案された指
標あるいはより高度な理論段階まで展開された手法を用いることによって異なった結論あ
るいはより信頼性のある推定量が得られる可能性があったと考えられる。
29)これらの2ケースでの推定結果は他の手法を用いた場合に比べかなり高い信頼性を持
っと考えられるが，定数項がなり大きく推定されている点， YRに関する消費性向が
非常に低く推定されている点， YIの推定値が依然不安定である点， YOの推定結果
が2ケースの間で大きく異なり， それぞれ別の意味で受容しがたい結果であったこ
と，等いくつかの問題点が残されている。
なお， 主成分分析で得られた推定結果では概して YRよりも YIの消費性向の推
定値の方が大きかった。この結論は [12]で得られたものとは異なっており，今後詳
細に分析していく必要があると思われる。
30)次節でも述べるが，この点は今回用いたリッジ回帰手法が非常に初歩的，単純な手順
のものにすぎなかつたことによっているところも大きいと考えられる。
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そのような意味で，本稿は多重共線性の問題を扱っていく上での試験的な考察にすぎな
いことを記して，より詳細な分析については今後の課題としたい。
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